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ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS — METODO DE LAS RIGIDECES

PROPIEDADES DE SECCIONES

2
¥ Izz%(ht.,+ﬁbt/) A = ht, + 2bty

J =~ }(ht, + 2bt)

MODULO DE YOUNG (E) Y COEFICIENTE

DE POISSION ()

T z%—’ (htw + 3b) A = 2(bts + htu)

MATERIAL E (GPa) M
Aleaciones de aluminio 68-73 0,33
Asbesto-cemento 24
Bronce 78—-110 0,36
Fierro fundido 80-170 0,25
Concreto 14-30 0,1-0.15
Cobre 107 - 131 0,34
Vidno 46-173 024
Plomo 48-17 044
Acero 200-212 0,27
Plasticos

ABS 1.7 033
Nylon 14-275
Acrilico 6.0 0,33
Polietileno 0,8 0,46
Polistireno 5,0 0.4
PVC rigido 24-275
Rocas
Granito 50 028
Limestone 55 021
Cuarzita 240-4438
Arenisca 275-48 0.28
Schist 6,5—-18,6

_T- .lZf ~ zg_té!.__
I ——I Iy~6(bt,+3ht.,) J~2bhbt.,+ht,
| | ].=__A_
L—h—’l At
4
I; =Iy ~ardt J =~ 2wrdt
= A =~ 2wrt =2
t
y (Tomar b<h)
- — B b
15—12 J = B hb
hb? 1 b b
z e 2 i Mg B~3_021h(1_12h‘)
6
A =bh f=-
5
s
4 4 4
I =Ir= "¢ J=
£ 10
z A = mr? f=?

Equivalencia: 1 GPa= 10,200kg/cm?
Madulo de Elasticidad Cortante G=E/2(1+u)
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EJEMPLO 1.- Resolver el caso mostrado aplicando los principios del método de las rigideces.

P=150T

w=20T/m

By I 1 1 | |
L'=3.50m

l

La estructura a solucionar se expresara a través de la suma de 6 graficos: 1 en donde se fijan
todos los nudos de la estructura y otros cinco en el que se van provocando uno a uno los 5

desplazamientos de la estructura, tal como se procede a continuacién.
Rigidizacion de los nudos para constituir el vector fuerzas de fijacion:

wL™ w=20T/m wL® wL

12 12
/W\§3¢¢I¢ ¢CQT\‘) WL

L
TWW wL'2 el =) 75
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Introduciendo uno a uno los desplazamientos, se generard la Matriz de Rigidez de la estructura.
Cada desplazamiento conforma una columna de la matriz:

6EI/L? c
12EI/L3 B \(ﬁ

T

ul

6EI/L2 ©
//,’/,"/A\ A

2EI/L

B\ c
Kl 6EIl/L2

08

u2

BNy

(EA/L)cosa

%{Z’W C EEA/L'

R

EA/L

/(6EI/L2)sena

- u3
(EAIL)cosa

A o
12El/L3)sen

(12El/L3)senw

(6El/L2)senc
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ué
12EI/L"=
c 2EI/L
ub

6EI/L"

Al provocar el desplazamiento 1, obtenemos la primera columna de la matriz colocando
ordenadamente los esfuerzos totales en los nudos siguiendo el orden de los grados de libertad
1,2,3, 4y 5. Estos esfuerzos por desplazamientos unitarios pasan a denominarse Rigideces. Con
el mismo proceder se obtienen las otras columnas. La Matriz de Rigidez de toda la estructura se
detalla a continuacion.

Por otro lado las fuerzas externas son aquellas que estdn aplicadas en los nudos; se colocan
también siguiendo la direccion de los grados de libertad 1, 2, 3, 4 y 5.

Al aplicar la ecuacidon general de método se obtiene:



Aplicando la ecuacién de equilibrio del método:

FKu=F} - [KY={F-F

@) ©) O

12EI 12EI 6El
5 sena ~=5 cosa e
BEI 6EI , 2E|
—-sena ——-C0sS (X —
L L L
A 12El , EA EA 12EI 6El
——C0S° A+ ———sen‘a+ —  ——Senncosa ————CosSasena  ——sena
L L L L L L
EA 12El EA ., 12El _, 12EI  6El 6El
——SeNNCOS( ————COS(Sen  ——Sen“t+——C0S° N\ + —— ———
L L L L L L L
6El 6El G6El 4El 4El
—-sena — ——-CcosQ —+—
L L L L L

wL '
12




MATRIZ DE RIGIDEZ DE BARRA EN EL PLANO

DESPLAZAMIENTOS UNITARIOS DE BARRA ij (sélo efectos de flexion)

v, v,
Py iy
w W,
i j
v, v,
A
Py by
w W,
i j

N\

EA 4 -EA _EA 1 EA
Lt L T =L
—H—— -——
™ (@
6EI 6EI
12, - % _ SEI 2
. Z
T I
heer ® L 1261 | t
L - i£E) 12E1
3 2 A
(TZE' aEl
1 L 2_E| T

1 EA 1
L ™t
o2 Ly =
"" (@
6EI
- 6El
2
Eagy) - 28 - 6El 2(1+2y)
3(1+8y)
2(+gy)
l[ 11
12EI 6EI -12EI
12EI
B1+ay) ® 2y | Bavay) e
(2-2y)EI le)
(1+Qy)L
<1 VY (2-@y)El .j (4+@y)EI
(4+@y)EI , (1+@y)L I# (1+By)L
T+Dy)L '\fa
L 6El__[¢) | -em \-f) 1- l =Sl
12(1+@y) 12(1+@y) 6EI (] 1£(1+@y)

2(1+2y)
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MATRIZ DE RIGIDEZ DE BARRA EN EL PLANO

(Sélo efectos de flexién)

EA 0 0 EA 0 0
L L
12El 6El 12El 6El
° T = S R G B
0o | o 4El 0 6El | 2
L L L L
EA 0 0 EA 0 0
L L
12El 6El 12El 6El
S I B ° S
o | o 2| o | & | =&
L L L L

MATRIZ DE RIGIDEZ DE BARRA EN EL PLANO

(Efectos de flexion y cortante)

EA 0 0 EA 0 0
L L
12EI, 6EI, _12El, 6EI
° | Cl+o,) | Chs+o,) | ° | Cl+o,) | 2l+2,)
6El, (4+2,)El 6El, (2-2,)E,
° | Pl+o,) |hro,) L | ° L1+2,) | (1+o,) L
EA 0 0 EA 0 0
L L
12l _BEl, 12El, _BEL,
° | 'Cl+e,) | Cl:2,) | ° | Clso,) | Ph+2,)
6EI, (2-2,)El, 6EI, (4+9,)E,
° | Chso,) | Gre )L | O | CO+o,) |Gro,) L
12ELf, o
Siendo G, = G = constante adimensional de cortante
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[Al=

[Al'=

MATRIZ DE ROTACION [A] EN EL PLANO

10

1
(%]

coso | sena 0 0
-sena. | cosa 0 0
0 0 0 0
0 0 coso | Sseno
0 0 -seno. | Cosa
0 0 0 0

o|lo|o]}]o

coso | -Senoa 0 0
seno Cosa 0 0
0 0 0 0
0 0 COSA | seng,
0 0 sena cosa
0 0 0 0

X
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1) MATRIZ DE RIGIDEZ EN COORDENADAS GLOBALES

Simétrica

ck,s

5%Ky1 +C%Kypp cs(kyy —Kys)

Ksa
C%K gy +5%Kss

K] = [AT [<][A]

cs(kyy —Kps)
$%Ky4 +C%K s

(o] SN

cs(k 44 —Kss)
$%K 44 + C%Kgg

2) VECTOR FUERZAS DE FIJACION EN COORDENADAS GLOBALES {?}

fl=lar )=

O]
0
0

O O OO0 v 0O

O v ofO O O

o O OO o
o O Of— O O

@)
@)

f
i

o

mZ\

o
fXJ

o
fYJ

[©)

]

mZJ

o o
cfy —sf;
o (o]
sf, +cf;

mO

pAl
o o
cfy —sf,
o o
sfy +cf)
(e}

mZJ

3) VECTOR FUERZAS DE FIJACION DE GLOBALES A LOCALES [*]

b=l )=

O

|
)

o O O|0

60|10 O O

O O OO o o
o O o|— O O

@)

O o o0 O O

— O O!'o O O

fo
f><|
o
f,
me

pal
o
b
o
f\/J
o

mZ)

£0 L of0
cfy +sf]

ro o
—sf, +cf;

o}

mZ\

o, 1o

CfXL + 5%7

o @]

stJ : cny
[

mZJ

11
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ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS — METODO DE LAS RIGIDECES

Resdlver:

SECCION TRANSVERSAL

Y

: 7 TO-SO
|

0.25
E =2x10°kg/cm?, G= E _(E
21+p) 2
A =25x50 =1250 cm?
3
1= 2X907 _ 960,417 cm*, f,=12, L=250cm
Y
SOLUCION
Ejes Globales:
- X
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Ejes Locaes:

1) COORDENADAS LOCALES

1.a) MATRIZ DE RIGIDEZ [K] DE BARRAS 1y 2:

EA 0 0 _EA 0 0
L L
12El, 6EI, o 12E 6EI,
L’1+@,) L(1+@,) L*(1+@2,) L'1+9,)
6EI (4+@,)El, o _ GElL (2-9,)El,
K- L°Q+9,) (1+9,)L L’1+93,) @+@,)L
_EA 0 0 EA 0 0
L L
o _ 128, 6E| 12EI, _ 6El,
La+a,) L*(1+9,) L°(1+d,) L*(1+3,)
6El, (2-@,)El, o _ GEL (4+9,)El,
L*(1+3,) 1+93,)L L’1+@3,) @+@3,)L

12ELf

I
Con [@,], =19,], = AGljzy =0.096
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5 0 0 -5 0 0 i
0.182482 22.810246 0 —0.182482 22.810246
3802.94871 0 -—22.810246 1809.6127
[Kli= [K]2= E
5 0 0
SIMETRICA —0.182482 —22.810246
i 3892.94871 |

1.b) VECTOR FUERZAS DE FIJACION {f°}

BARRA 1:
12.07T-m
> [ @l
a1 1703 T m
2@a+@,)| 2b
2 . 17.66T
L
a= PP aaps 23234
*1+2,) b
g oL
Mg=— 2P 11, 1207 T-m
L"(1+9,) 2a
2 g L?
s= T lai3pe 0 |=17.66T
*1+2,) a

17.93T-m  \32-344T

fo 0
fo 32,340kg
{fo }1 _mi | 17.93x10°kg —cm
fo 0
fo 17,660kg
m?, —~12.07x10°kg —cm
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BARRA 2 (sin cargas en el tramo):

fo 0
fy 0
o) _JMz|_JO

el = 1=
fi 0
f5 0
m;, 0

2) COORDENADAS GLOBALES
Y

g
4
v
4

2.a) MATRIZ DE RIGIDEZ [k]

Barra 1l (Cona, =45°,s=0.7071, c=0.7071)

© G & @ ® ©

(2591191 2.408713 -16.129125 -2.591191 -2.408713 —16.129125
2591191 16.129125 —2.408713 -2.591191 16.129125

] - 3892.94871 16.129125 -16.129125 1809.6127
: 2591191 2408713  16.129125
Simétrica 2591191 -16.129125

i 3892.94871 |

Barra 2 (Cona, =300 °, s=-0.8660, c=0.50)
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@ O © O ©

[1.386853 -2.085985 19.753673 -1.386853 2.085985 19.753673 |
3.795400 11.405123 2.085985 —-3.795400 11.405123
3892.94871 -19.753673 -11.405123 1809.6127

R =
]2 1.386853 —2.085985 —19.753673
Simétrica 3.795400 -11.405123
3892.94871 |

2.b) VECTOR FUERZAS DE FIJACION 1]

Barra 1l (Cona, =45°,s=0.7071, c=0.7071)

cf —sf? ~22,820.44kg | ()

Sf0 +cf? 22870.44kg | (2

ol - mg | _ ] 1793,000kg-cm | ()
cfo —sf° ~12,484.56kg ()

Sf© +cf° 12484.56kg | ()

me ~1207,000kg — cm| ()

Barra 2 (Cona, =300 °, s=-0.8660, c=0.50)

cf, —sfy 0 @

sf; +cfy 0 @
bl o S
> lefe —sfe [ ]of ()
sf;, +cf, 0

m, ] o] ©®

3) EQUILIBRIO Y ENSAMBLE DE ELEMENTOS
2], + 2k, =2 ), — 1+ KU )

Con [KIU]:{FE}—{F"}, luego eliminando filas y columnas correspondientes a

desplazamientos nulos (ui, Uz, U7, Us, Ug), Se tiene:
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A

-

Uy (17} Uz Uy Us Ug Uz Ug Uy
2.591191 2.408713 -16.129125 -2.591191 -2.408713 -16.129125 v [ U4 1 [-22,870.44
2591191 16.129125 -2.408713 -2.591191 16.129125 u; 22,870.44
3892.94871 16.129125 -16.129125 1809.6127 U 1'793,000
2.591191 2408713 16.129125
1.386853 -2.085985 19.753673} -1.386853 2.085985 19.753673 u, -12,484.56
. 2.591191 -16.129125
] 3.795400 11.405123| 2.085985 -3.795400 11.405123 us [ =1-42,000|_1 12,484.56
3892.94871 §
3802.94871| -19.753673 -11.405123 1809.6127 Ug 27x10 -1'207,000
1.386853 -2.085985 -19.753673 Uy 0
. 3.795400 -11.405123 us 0
3892.94871 | Up ] 0
U3 Uy Us Ug
3892.94871 16.129125 -16.129125 1809.6127 u;z [-1'793000
3.978044  0.322728 35.882798 Uy 12,484.56
6.386591 -4.724002 1 ug 1-54,484.56
7785.89742 Ug 3'907,000

e
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CURSO

L

u; } [-824.48/E rad
Uy 1154.64/E cm
1us | =1-10166.79/E cm
Ug 681.94/E rad

n
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4) PROCESO DE RETORNO (calculo de esfuerzos en barras)

Habiendo calculado U:

Us —824.48/E rad
Ue u, _ | 1154.64/Ecm
Ug —10166.79/Ecm
Ug 681.94/Erad
Se tiene:
u, 0 u, 1154.64/E
u, 0 Ug -10166.79/E
{G}l= E _ —-824.48/E {G}zz lE _ 681.94/E
u, 1154.64/E u, 0
Ug -10166.79/E Ug 0
Ug 681.94/E Ug 0

Los desplazamientos en coordenadas locales para cada barra son:

Barra1l (Cona, =45°,s=0.7071, c=0.7071)

c s 0 0 0O 0 0
-s ¢ 0 0 00O 0 0
. 0O 001 0O O 0| —824.48/E —824.48/E
= [Al ) = 0 00 c s 0| 1154.64/E | |-6372.55/E
0 0 0 —-s ¢ 0||-10166.79/E| |-8005.46/E
0 0 0 0 0 1) 68L94/E 681.94/E
Barra 2 (Cona, =300 °, s=-0.8660, c=0.50)
'c s 0 0 O Ol 1154.64/E 9382.02/E
-s ¢ 0 0O O 0/|-10166.79/E| |-4083.44/E
ul, =[AL{d), = 0 01 0 0 0| 681.94/E | | 681.94/E
0 00 c s O 0 0
0 00 -sc O 0 0
0 00 0 0 1] 0 0
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Elementos mecanicos de barra :

BARRA 1
] [ 5 0 0 -5
32,344 | | 0.182482 22810246 0O
| 17.93x10° 3892.94871
0 +
17,656 Simétrica
-12.07x10°
BARRA 2
0 0 0 -5
0 0.182482 22810246 O
0 3892.94871 O
of + 5
0 Simétrica
0

0 0 0
-0.182482 22.810246 0
-22.810246  1809.6127 -824.48
0 0 [ ]-6,372.55

0.182482 -22.810246 | |-8,005.46
3892.94871 681.94

0 0 9,382.02
-0.182482 22.810246 | (-4,083.44
-22.810246 1809.6127 681.94
0 0 0
0.182482 -22.810246 0
3892.94871 0

31.86T
30.55T

0T-m
=1 -31.86T
19.45T7
L 1.38T-m

46.91T
14.817
25.62T-m

=1 -48.91T
-14.817
11.41T-m
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EJEMPLO 2.- Resolver el caso mostrado aplicando el método de las rigideces.

P=150T
w=20T/m
By | | | | C
L'=3.50m
SOLUCION.-
1) COORDENADAS LOCALES
a) Matriz de Rigidez
BARRA AB ] ]
EA 0 o _EA 0
L L
12EI  6EI 12El  6EI
A R
6EI | 4EI 6EI  2EI
0 2 . -z
_ L L L L
kas] = £ EA
== 0 o |= 0 0
L L
12EI  6EI 12EI  6EI
O = & ° |’ &
0 6E' 2B, _6_'5' 4El
i L L L L ]
BARRA BC ] ]
EA 0 o _EA 0
L' L'
12EI  6EI 12El  6EI
0 Ll3 L_IZ 0 - Ll3 L_l2
6EI | 4EI 6EI  2FEI
0 | 7 S
_ L' L' L' L'
kecl = £n EA
== 0 0 0 0
L' L'
o _12E1 6El "1 12El  6El
Ll3 Ll2 L|3 L|2
0 6_'52' 2B, _6_'52' 4El
L L' L' L' L'

20
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21

b) EIJACIONES

BARRAS ABy BC

——
—h
o
>
@
——
|
O O O O o o

2) COORDENADAS GLOBALES

a) Matriz de Rigidez

BARRA AB

LR

[EEN
N

Hallamos [R] =[AT][K][A], con las matrices de rotacion:

Luego: [RAB] =

0]
0
0

O O O|O0 O B
o O O|0O » O
o O Ol O O

O[O0 O O

0
0

1)

O 0O nw|lOo o o

AT=

O O OO0 O B
o O Ol » O
o O Ol O O

®

o n OO0 O O

o
= O OlO O O

@

©

31

k11 k1') k1'4 (Ckm _Sku:) (8k14 +Ck1:) klz:
k21 k22 k23 (Ckz4 _ Skzs) (Skz4 + Ckzs) kze
k k k (Cky, —Skag) | (Ska, +Ckys) k

36

(ck,;, —sks;)

(ck,; —sks,)

[C(Ck44 - Sk54)
—S(cK,5 —skqs)]

[S(Ck44 - Sk54)
+c(ck 5 —skg)]

(ck,6 —SKgg)

(sk,, +ckg,)

(sk,; +CKgs)

[c(sk,, +CKs,)
—S(sk 5 + Ck;)]

[s(sk,, +cks,)
+c(sk,; +cky)]

(sk, +CKsg)

k

61

k

63

(ckg, —Skgs)

(skg, +CKgs)

k

66

OO OO
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R ]-
O © @ ®

% 0 0 “EA cosa %sena 0
13El 6El 12EI 12EI 6El
BN E sen« E Ccos (X 3

4E| 6El —6El 2El
T L—Zseno( |_2 COosS X T
EA 12EI EA 12El 6El
(=—cos” o+ —5—sen‘«) (——Senncosn———Senncosa) ——sena
L L L L L
EA , 12El , 6EI
(Tsen o+ B COS” ) —L—Zcosa
4l
L L L
BARRA BC
o0 B oD
12EI  6El 12ElI  6El
o 5 5 0 2% S (0
L L L L
6El 4E| 6ElI  2EI
0 = |- = T @
kecl =1 ga ) - EA -
S
12EI 6EI 12EI 6El
0 - 1= © T L7
o GBI 2, e FE'
L L L' ' L' |

b) FIJACIONES

BARRAS ABy BC

GICHCACHG
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°
wL' °
0 >
0 n L2
0 W12 @
{fOAB}Z 0 “ {f BC}_ 0
vy "
0(s) ;
wL
12

3) EQUILIBRIO Y ENSAMBLE DE ELEMENTOS
sl 3 ), =z —  F+K]U-F)

Con [KJul={.}-F°}, considerando sélo filas y columnas correspondientes a los

desplazamientos ui, uz, Us, U4, Us, Se tiene:



Aplicando la ecuacidn de equilibrio del método:
F+KIVI={R) - [K][U]={R}-{F
O, )

— — —-senc

©)

EA

12E| 6E! 12E|
B 1z Elad
6El 4E| 6E|
_|_2 _|_ —-Sena
12E| 6El EA ., 12El__,
—Sena  —sena  ——CoS’ &+ ———sen‘a+ —
K E L E L
12E| 6E! EA El
E— COS & ——ZCOSOc’ —Senxcos — 3 cosasenax
L L L E
6El 2F| 6El

EA 12
TSGI‘]O&'COSO\/ -

——sen’o +
L

12El 6El
- |_3 COS X |__2
6El 2El
——ZCOSO( e
L
El 6El
L3 cosasenox L—ZsenO(
12EI 5 12EI 6El 6El
|_3 COS™ X + |_'3 F—?COSO(
6El 6El 4E1 4EI
—IZ——ZCOSO( — t—
L L L L

©




EL METODO DE LAS RIGIDECES

PROCESO ALTERNATIVO PARA ESTRUCTURAS CON ARTICULACIONES

A) BARRAS CON ARTICULACION A LA IZQUIERDA

En las barras con articulacién a la izquierda se obtiene como esfuerzos:
f{:lfm A
em
fy
fe" =0 G

. o ’ | J

em
fJY

e

Como %femg = 3% + k3¢, para que el tercer valor sea nulo debe cumplirse que:

Lo cual ocurre utilizando las fijaciones del caso mostrado:

b) Asi mismo la tercera fila del producto [k 3u¢ debe ser cero:
kv +k 4V, 0
koov, +kogw, + l<25vJ + szV\/J 2)
ksov, T kaaw, T kagv, Fkaaw, =0 (3)
k,u + l<44uJ (4)
ksov, +kgaw, + l<55vJ + k%vvJ (5)

keov, Tkgaw, + l<65\/J + I<66vvJ (6)

L |
De la ecuacion (3): w, = _k_(k32\/' Tkasv, tkaow)  (7)
33

La ecuacion (7) nos expresa que el angulo w; puede encontrarse a partir de los otros
desplazamientos, por lo tanto deja de ser una incégnita. Si se reemplaza (7) en las

ecuaciones (1) a (6), separando rigideces de desplazamientos se obtiene la matriz de
rigidez reducida:
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(K, 0 O k., 0 o )
— (+2 I+ @ 20+ @
0 (+2,) k., O O (+2,) Ko Mk%
4+2,) (4+2,) (4+2,)
0 0 O O 0 0
{kred\zq J = l<4 | g o I<44 @O O@
|+ |+ 20+
o ( ,) (.. 0 O ( ,) ‘.. ( y)|<5G
(4+2,) 4+2,) (4+2,)
20+ @ 20+ @ 120+ @
o) ( y)kge O O ukeﬁ (—yz)kg
\_ (4+02,) 4+2,) “_4+2,)

B) BARRAS CON ARTICULACION A LA DERECHA

En las barras con articulacion a la izquierda se obtiene como esfuerzos:

(gem A

em
fy
©
em
ﬁz . .

em

f
em

fJY

\fe" = 0)

Como ¥.¢ =3 + [k, para que el tercer valor sea nulo debe cumplirse que:

Lo cual ocurre utilizando las fijaciones del caso mostrado:

F 2

b) Asi mismo la sexta fila del producto [k [ju{ debe ser cero:
k u +k 4V, (1)

koov, +kogw, + l<25vJ Tkoew,  (2)

J

ksov, +kasw, + k35\/J + l<36vvJ (3)
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C)

kyu, +kyuu (4)

J

ksov, +kgaw, + |<55\/J + k%WJ (5)

kov, +kgaw, tkgsv, +kegew, =0 (6)

De la ecuacion (6): w, = —L(kgev, +kesv, +keaw,)  (8)
66

La ecuacion (8) nos expresa que el angulo w; puede encontrarse a partir de los otros
desplazamientos, por lo tanto deja de ser una incognita. Si se reemplaza (8) en las
ecuaciones (1) a (6), separando rigideces de desplazamientos se obtiene la matriz de
rigidez reducida:

K, 0 0 k., 0 0
(1+0,) 20+2,) (+2,)

O ———ka IR T %25
(4+@) 4+Q) (4+Q)
20+0,) | 120+9)) o 2A+2) 0

ko] = 4+0) 7| @4+0,)¢ > (4+0,) >

Ky O ) ks o) o)

I+ @ 21+ I+@
i y> ksz i Y)k53 O i y) 55
4+92,) 4+92,) (4+0,)

e, O O o) o | O]

BARRAS CON ARTICULACION EN AMBOS EXTREMOS

En las barras con articulacién a la izquierda se obtiene como esfuerzos:

"

5

£ =0

{fem} = fem ? J
JX

fy

" =0

Como §f %z %+ [k 3¢, para que el tercer y sexto valor sean nulos debe cumplirse

em

que:
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Lo cual ocurre utilizando las fijaciones del caso mostrado:

[ i

W

b) Asi mismo la tercera y sexta fila del producto [k [ju¢ deben ser cero:

k oy, Tk 4V, 0

koov, T kogw, + l<25\/J + l<26v\/J (2)

ooV, +kaaw, +kagv +ksew =0 (3)

kyu, + l<44uJ (4)

ksov, +kgaw, + l<55vJ + k56vvJ 5)

kgov, +kgaw, + l<65vJ + kGGWJ =0 (6)
De las ecuaciones (3) y (6) hallamos

I
w, =——(kgpv, + l<35vJ + k36WJ) (7)
kas

[
wo=———(kgv, T kgsv, +keaw,)  (8)

J
66

28

Las ecuaciones (7) y (8) nos expresan que los angulo w; y w; pueden encontrarse a
partir de los otros desplazamientos, por lo tanto dejan de ser incOgnitas. Si se
reemplaza (7) y (8) en las ecuaciones (1) a (6), separando rigideces de desplazamientos
se obtiene la matriz de rigidez reducida:

_kJ

O

O

O O

lkred\zq,derj = k4| O
O

O

O
O
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ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS — METODO DE LAS RIGIDECES

ARMADURAS PLANAS

5
% >0 X 0

%
%>L O 0

Las barras en este caso las consideramos como barras con articulaciones en ambos extremos.
En tal razon, el vector de esfuerzos (elementos mecanicos) carecera de los momentos m;y

m;, los cuales son iguales a cero por la condicion de articulacion. La matriz de rigidez se

obtiene por lo tanto eliminando la tercera y sexta filas y columnas de la matriz correspondiente
al caso de barras de pértico plano con articulaciébn en ambos extremos, resultando una matriz
de rigidez de orden cuatro.

1) COORDENADAS LOCALES

GRADOS DE LIBERTAD [u]

Los cuatro grados de libertad a considerar son:

Ui u:
Cn © )

MATRIZ DE RIGIDEZ [k]

Con los cuatro grados de libertad considerados, se tiene:

1 0 -10

[K]:ﬂ 0O 0 0 O
Li-10 1 O

0O 0 0 O
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FUERZAS DE FIJACION {f°}

MATRIZ DE ROTACION [A]

Para la transformacion de coordenadas, eliminando 3ra fila y columna de la matriz de
rotacion [a] se tendra la siguiente matriz:

ol ]

Y con ella:
c s 0 O
[A]— [a] [0]| |-s ¢ O O
“[[0] [al] [0 0 ¢ s
0 0 -s c

2) COORDENADAS GLOBALES

MATRIZ DE RIGIDEZ [E]

Con los cuatro grados de libertad considerados, se tiene:

2

C cs —-C —CS
— EA | cs s® -—cs -s?
[l-tarpara-=>| ;

—C —CS C CS

—¢cs -S> ¢s S
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FUERZAS DE FIJACION {F’}

0 || fy cfy —sfyy
sf;, +cfy
-s|| f3 cfy —sfy

c || f3 sf > +cfy,

{Fo=[A]" {f°}=

O O un O

O O O

»w O O O
o
3N

ECUACION DE EQUILIBRIO

2|, + ko, 2}, —  Fl K- F)
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ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS — METODO DE LAS RIGIDECES

VIGAS CONTINUAS

Los ejes globales se escogen de manera que coincidan con los ejes axiales de las barras. Al
coincidir los ejes locales y globales no serd necesaria la rotacién de vectores y matrices. Por
otro lado, los desplazamientos por fuerza axial, de no existir cargas en el sentido axial, se
consideran nulos; igual ocurrirA con los desplazamientos transversales al eje. Como
consecuencia, se eliminaran la 13, 22, 42 y 52 fila y columna de la matriz de rigidez de barras de
poértico. La matriz resultante se muestra:

El {(4+®y) (2—®y)}

[k]:[k]:(lmzy)L 2-2,) (4+9,)

Las fuerzas de fijacion seran:

<
I
<

ECUACION DE EQUILIBRIO

s} +3kl ), =R} — F+KIU-F)
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ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS — METODO DE LAS RIGIDECES

CASO: PARRILLAS

Las parrillas son estructuras cuyas barras y nudos descansan en un mismo plano (XY), con
conexiones rigidas de barras en todos los nudos (igual que en los poérticos). Las cargas son
normales al plano XY y los pares aplicados se encuentran en el plano de la parrilla.

Los desplazamientos a considerar en los nudos de una parrilla son tres: desplazamiento
vertical (0) y giros alrededor de los ejes X (©x)iY (©y).

Z
¥

= A

S LA
e
X

S

iy 1, u

Grados de libertad considerados en barras de parrilla:

z
y
0, 52”1. z
| ZER > X y
Y i %

4) COORDENADAS LOCALES

MATRIZ DE RIGIDEZ [k]

Con los seis grados de libertad considerados, se tiene:
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y
A
g My,i
j
3 X
4
2
PARRILLAS
DESPLAZAMIENTOS UNITARIOS
1| p 1
T E‘/ kyk-_! % "GT&“QL/' k% il
/ (1) / (4)

; @ y 6
Yy T
S5 *'EE::Z = 6E1,
rQ L {4 ) 61y
s ;7_ /%i i 125;/5'71 T ja iy
G ‘1267, - K
S e T / o
Gle 0 0 — Gle 0 0
4E|y B 6E|y 0 2E|y 6E|y
L L? L L?
CGEl, 12El, 6El, 12E),
K=l g - S - -
— 0 0 X 0 0
L L
, 2, 6B, 4B, 6E,
L L? L L?
6El 12EI 6El 12EI
O y _ y 0 y y
L L? L L? L

34
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FUERZAS DE FIJACION {f°} z
0 i 4 y
m$, torsion V' (Corte) o
o . s z,i V_ .(Corte
my; flexion m’ . (Fléion) zj m° . (Flexion)
o fy cortante ' 7
{f }= o (= . %
my; torsion > «
m?,j flexion i M (Torsién) j / m; (Torsion)
fg cortante e

MATRIZ DE ROTACION [A]

c s 0|0 OO
-s ¢c 00 OO y
0O 010 0O
[A] =
0O 00|j]c s O
0O 0 O0O|-s c O X
10 0 010 O 1

5) COORDENADAS GLOBALES

MATRIZ DE RIGIDEZ [k]

—Czk11+52k22 cs(kyy —Kpp)  —SKpg  C%Kpg +5%Kps  CS(Kyq —Kos) —Skze—
$%Ky;+C%Kpy  CKpy  CS(Kyg —Kps)  S°Kys+C%Kps  Ckoyg
[K]: Kas —SKss Ck3s Ksg
C%Kyq +5%Kss  CS(Kgq —Kss)  —SKsg
Simétrica S?k +C%Kgs  CKsg
L k66 J

FUERZAS DE FIJACION I’

c -s 0 0 Of|my| [cmy—smy,

s ¢ 0 0 O0fmy smg; +cmy,
{F}—[A]T{fo}— 0 0 0 0 O0fffz]|_ fy

- 1o 0 c -s Oflm%[ |emS —sm?

X] X] Yl

[0} (0] (]

0 O s ¢ 0fmy smy; +cmy,
0 0 0 0 1Jfg 2
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6) EQUILIBRIO Y ENSAMBLE DE ELEMENTOS
sie] 3 ), =2} —>  F+KIU-F)

Con [K][U]:{Fe}—{FO}, se eliminan filas y columnas correspondientes a desplazamientos
nulos.

7) PROCESO DE RETORNO (célculo de esfuerzos en barras)

Habiendo calculado U, calcular {G}my luego convertir a coordenadas locales con:

{u}m = [A]m {a}m

Entonces, los elementos_mecénicos (esfuerzos) de barra seran:

ffom b = 1 + kL fu,
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ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS — METODO DE LAS RIGIDECES

CASO: ARMADURAS ESPACIALES

Las armaduras espaciales son estructuras con nudos considerados articulados. Los grados de
libertad considerados en los nudos son tres y estan referidos a los desplazamientos segun los
ejes principales: desplazamiento en X (0), desplazamiento en Y (0y) y desplazamiento en Z

(62).

Grados de libertad considerados en barras de armadura espacial:

A uy,,i

U

<l

XI

NI



38

CRSO 1 ANALISIS ESTRUCTLRAL | /
PROFESCR  Moc ING ARTIRO RODRIGLEZ SERQUEN

3) COORDENADAS LOCALES

MATRIZ DE RIGIDEZ [k]

Con los seis grados de libertad considerados, se tiene:

[ " j

U
K / 'S
/ IJz,j

ARMADURAS ESPACIALES
DESPLAZAMIENTOS UNITARIOS

Yu

2y 2w

1 0d¢d-100
0 00 0 00O
K]-FAx 0 0 ¢ 0 00
L|-100 1 00

0 00 0 00O

0 00 0 0 O

FUERZAS DE FIJACION {f°}

fo
)=

NI
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MATRIZ DE ROTACION [A]

Siendo:

Cy cy c,
—c,C -c,C
y 2 2 y~z
N \jcg +cs
_CZ CX

[~2 2
Cy +C; Jaxs

Miembros verticales:

Y (x) coincidencia de ejes

j

Z (2) coincidencia de ejes

0
[a]=|-cC
0

y

Luego:

y O
0 O
0 1

X1

NN

z (contenido en el plano )_<£)

<

X (y) coincidencia de ejes

Z (2) coincider

[al3xs [0]sxs

[A]=

[0]3s [alsxs 6x6

ia de ejes
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4)

5)

6)

COORDENADAS GLOBALES

MATRIZ DE RIGIDEZ [K] =[A] [K] [A]

c2 CxCy C,C, —Cj C,Cy —C\C,
2 2
c; cyc, -Cyey -Ci  -cyc,
2 2
[K]— C, —C4C, CyC; —C;
B 2
CZ Gy  CyC,
Simétrica c; ¢y,
2
L C; 16x6

FUERZAS DE FIJACION [f'

£ j=[AT )

EQUILIBRIO Y ENSAMBLE DE ELEMENTOS

sfe| +skl =2 —  F+KIU-F.)

Con [K][U]:{Fe}—{FO}, se eliminan filas y columnas correspondientes a desplazamientos
nulos.

PROCESO DE RETORNO (calculo de esfuerzos en barras)

Habiendo calculado U, calcular {G}m y luego convertir a coordenadas locales con:

{u}m = [A]m {a}m

Entonces, los elementos_mecanicos (esfuerzos) de barra seréan:

{fem}m = {fo }m + [k]m {u}m
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ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS — METODO DE LAS RIGIDECES

CASO: MARCOS ESPACIALES

Los marcos espaciales son estructuras con nudos rigidos en los que se consideran seis grados
de libertad referidos a tres desplazamientos lineales y tres giros segun los ejes principales.
Esto es: desplazamiento en X (), desplazamiento en Y (0y), desplazamiento en Z (0,), giro
alrededor de X (6y), giro alrededor de Y (©y), giro alrededor de Z (©,).

Y

N
pd|
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1) COORDENADAS LOCALES

MARCOS ESPACIALES
DESPLAZAMIENTOS UNITARIOS

Yu

+ 1 . 12 A Xy # . ™V '— XM
/ () / @)

2y Yy 2w
™
ey :L'zﬂz _@* gl &
1 A z . —V
G ky U 4 A |

1 X, ' X,
(2) & A (8)

Zy ‘w
Y l’u
Y3
&Iy SEL, =
Bl A 6Ely
2 s P /
i V£ Z L
V= Z ” 1265, 7 1. AN e
7 //uzn, L’/{

= (3) g / @ /e

Zy ‘n
ly" o 1
/ k L / k L
/ (4) / (10)
2y 2y
Y i

651/ (5) il = BB, o i
e 7 //GEIy L:/ 6EIy
= / 11) =
1 1
F o
T
1 M 1
6£I7 6EI,
1{? ’('T ez} }-cc
j L2 5
0}//’ ky Xy 17 ky o
1 '

ety O 4 26z
74 ©) e Lo
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MATRIZ DE RIGIDEZ [K]

Con los doce grados de libertad por barra, se tiene:

43

i A
Efx 0 o} 0 0 0 -ELX 0 0 0 0 0
| OF| GE| | OF| GE|
L3Z o} 0 0 L; 0 _LTZ 0 0 0 L;
| 2EI, _6E, o o 12 _6E,
L° L L° L
| |
GL* 0 0 0 0 0 —GL 0 0
4EL o o GEl, o 2E1
- AE GE - ; OF
| | |
2 0 o 0 0 0 2
[K]= L | L
FA
LX 0 0 0 0 0
| 2F1 GE|
> 0 0 0 -
| 2F| GE|
Lay 0 LZY 0
Gl
x 0 0
L
AE|
S M E T R C A Ly 0
4EL,
L L

NI
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MATRIZ DE ROTACION [A]

MIEMBROS INCLINADOS

1) Primer paso (no se conoce o)

Dar las coordenadas de un punto “P” (Xp, Yp, Zp) contenido en uno de los planos
principales de la barra, pero que no esté sobre el eje de la barra misma. Este punto “P”
y el eje local “x” definiran sin ninguna ambigtiedad un plano en el espacio y ese plano
se puede tomar como el plano “x-y” local.

z
y
. P(Xps %, 2p)
7
\ / :
/ X
_ Y s —
L —V i.y.2)
iXi, Y1, Z9)
. _Xj_xl _yj Yi _Zj_ZI
Luego: C, = L Cy = L C,= L
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Xp, = CxXps +Cy¥ps +C,Zps

c,C c,C

_ y 2 2 _ y~-z

ypy = > > Xps +4/Cx +C; yps > > Zps
4/Cx +C; 4/Cy +C;

z

_ C, Cy
T g e st 5 e
4/Cx TC3 Cy +C;

seno = cosa =

e Y
2 2 2 2
Yoy T Zpy Yoy +Zpy

2) Segundo paso (se conoce o)

Cy Cy c,
—C,C, COSa —C,Sena ) —C,C, Ccosa +C,Sena
[a] = ,/Cx +C; cosa

2 2
4/Cx +C;

Je2 ¢

Entonces:
[a]3x3 F}sxs F%sxs F%sxs
_ alsxs [Olsxs 10543
Ahzaz = [a]3x3 [O]3x3
simét [alsxs |15

Luego: Klioaz = [A]szlz [K]12x12 [A]12x12

MIEMBROS VERTICALES

1) Paso (no se conoce a)

z —X
ps cosa, = ps

2 2 2 2
\XP5+ZPS \Xps T Zps

senoa = Cy

C,C,Sena — ¢, cosa e —C,C,Sena + ¢, cosa
—./cs +C5 sena

\Jci+c? cl+c

3x3

45
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2)

3)

4)

2) Paso (se conoce o)

Cy Cy 0
[a]=|-cycosa O sena
cysena 0 cosa
3x3

Entonces:

o

[alxs [Olss [0lses |
[alsxs [0lsxs |

lalss |

simét [a

3x3

o

[A]12x12 =

o

3x3

]
]3x3
]
]3><3 12x12

Luego: [Klypu0 = [A]szlz[K]llez [A]12x12

COORDENADAS GLOBALES

MATRIZ DE RIGIDEZ

[K]12x12 = [A]szlz [K]12x12 [A]12x12

FUERZAS DE FIJACION

{fio}lle = [A]szlz {f ° }12x1

EQUILIBRIO Y ENSAMBLE DE ELEMENTOS

s} 3kl =R} — F+KIU-F)

Con [K][U]:{Fe}—{ 0}, se eliminan filas y columnas correspondientes a desplazamientos
nulos.

PROCESO DE RETORNO (calculo de esfuerzos en barras)

Habiendo calculado U, calcular {G}m y luego convertir a coordenadas locales con:

ful =[A]n {ul,

Entonces, los elementos_mecanicos (esfuerzos) de barra seréan:

{fem }m = {fo }m + [k]m {u}m



